Exemplo

No lancamento de duas moedas ao ar, 0s resultados possiveis
sao: FF, FC, CF ou CC. No entanto, o nosso interesse pode
estar na quantidade de faces obtidas e ndo no resultado
propriamente dito.



Variavel Aleatoria

Definicao
Uma variavel aleatéria (v.a.) € uma fungao que atribui um valor

numeérico a cada resultado individual de uma experiéncia
aleatéria. Isto e,

Exemplo

X:Q—R

Denotemos por X a variavel aleatéria do exemplo anterior.

X =

“namero de faces obtidas num langamento de duas moedas”.

X:Q
cc
CF
FC
FF

—R

—0 0, sew=CC

— 1 ou Xw)=< 1, sew=CFFC
— 1 { 2, sew=FF

— 2



Exemplo 1 (Exerc. 14Db)
Uma caixa contém 5 parafusos defeituosos e 5 ndo defeituosos.
Extraem-se 2 parafusos sem reposigao.

Considere os acontecimentos:
D; ="Saiu parafuso defeituoso na i-ésima tiragem”

N; ="Néo saiu parafuso defeituoso na i-ésima tiragem”.
Os resultados possiveis para esta experiéncia aleatéria sdo:

DinD,=DD Dy N N> = DN

N1ﬁDzEND N1ﬂNQENN
Considere a variavel aleatoria X =“numero de parafusos nao
defeituosos obtidos”.

X:Q =R
DD —0 0, sew=DD
ND —1 ou X(w)=< 1, sew=ND,DN
DN —1 2, se w=NN

NN —2



Outros exemplos

© As pegas que saem de uma linha de producao sao
inspeccionadas e o seu estado € registado: boa ou com
defeito. Quando é encontrada uma peca defeituosa a
operagao para para se averiguar qual a causa do defeito.
O numero de pecas inspeccionadas € uma variavel
aleatoria.
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Outros exemplos

© As pegas que saem de uma linha de produgao sao
inspeccionadas e o seu estado € registado: boa ou com
defeito. Quando é encontrada uma peca defeituosa a
operagao para para se averiguar qual a causa do defeito.
O numero de pecas inspeccionadas € uma variavel
aleatoria.

® O rendimento familiar mensal de um habitante de Viseu
seleccionado ao acaso € uma variavel aleatéria.

© O tempo de vida de uma pilha produzida no sector C de
uma fabrica é uma variavel aleatoria.



Definicao
Uma variavel aleatoria X diz-se discreta se o conjunto de
valores possiveis de X for finito ou infinito numeravel.
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Definicao
Uma variavel aleatoria X diz-se discreta se o conjunto de
valores possiveis de X for finito ou infinito numeravel.

Exemplo

» O numero de telemdveis com defeito numa producao de
100 telemdveis.

» O n.° de passageiros que fazem o check-in num balcao
numa determinada hora



Definicao
Seja X uma v.a. discreta. A funcao de probabilidade de X é
uma fungéo fy que associa a cada valor possivel x de X a sua
probabilidade:

fx(x) = P(X = x)

Esta fungdo tem as seguintes propriedades:
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» 0<fx(x)<1,vxeR



Definicao
Seja X uma v.a. discreta. A funcao de probabilidade de X é
uma fungéo fy que associa a cada valor possivel x de X a sua
probabilidade:
fx(x) = P(X = x)
Esta fungdo tem as seguintes propriedades:
» 0<fy(x)<1,VxeR

> > fx(x) =1



Exemplo 1 (cont.)
Determine a funcao de probabilidade.

fx(0) = P(X=0) = D)=P

—~

( D; ﬁDQ) P(D1)P(D2‘D1):
5
10"

=0.22(2)

(OH\)

(0\#

fx(1) = P(X = 1) = P({ND, DN}) = P(N; N D5) +

55 5

= P(N1)P(D2 N1 )+P(D1)P(Ne|D1) = 35 %5 +75 %9

fx(2) = P(X = 2) = P(NN) = P(Ny 1 N2) = P(N;)P(N2[Ny) =



Entao a funcdo de probabilidade é dada por
sex=0vx=2

sex=1

9
0, outros valores

ou por

Note que,
0<fx(x)<1, VxeR

fx(O) + fx(1) + f(X)g =1



Representacao grafica da funcao de probabilidade do exemplo
anterior:

©O©IN [Ce J N ol o

Funcao de probabilidade




Definicao
Uma variavel aleatoria X diz-se (absolutamente) continua se
existe uma fungao fx(x) ndo negativa (fxx) >0, VxeR)e

integravel com
+oo
/ fx(x)dx =1,

—00

tal que:
b
P(a<X§b):/ fx(x)dx, Va,beR:a<b
a

A fungao fx é a funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) da
variavel aleatoria X.



Definicao
Uma variavel aleatoria X diz-se (absolutamente) continua se
existe uma fungao fx(x) ndo negativa (fxx) >0, VxeR)e

integravel com
+oo
/ fx(x)dx =1,

—00

tal que:
b
P(a<X§b):/ fx(x)dx, Va,beR:a<b
a

A fungao fx é a funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) da
variavel aleatoria X.



fx

Area a sombreado =

P(X €]a, b]) = P(X €]a, b]) =

P(X € [a,b]) = P(X € [a,b])
a p X

A area total delimitada pela curva da fungao densidade e pelo

eixo das abcissas é igual a um.

Para uma variavel aleatéria absolutamente continua a
probabilidade de X = xy € sempre igual a zero, isto €,
P(X = xp) = 0 qualquer que seja o ponto Xp.



Exemplo 2 (Exerc. 15)

O director de compras da empresa “"Baratinho”, pretende definir
uma politica de aquisicao de matéria prima para o préximo ano.
As necessidades de matéria prima por dia (em toneladas) sao

uma variavel continua com funcao densidade de probabilidade:

fe(X) = 1-x/2, 0<x<Kk
X7 o, outros valores

Determine k de forma a que a fungao fx(x) seja uma funcao
densidade de probabilidade:



+oo
Comecaremos pela 12 propriedade </ fx(x)dx = 1)
/ fX(x)dx:1<:>/ de+/ (1—2)dx+/ 0dx = 1
oo —o0 0 k
k 21k 2
@/(1—X)dx:1<:> x— X e kB e keakiao
0 2 41, 4

11—
0, outros valores

X
§,0<x<2

Logo fx(x) = {



Mostremos agora que fx(x) também satisfaz a 22 propriedade
(fx(x) >0, VxeR)

<1

ol

para0 < x < 2, 0<fx(x)=1-
para outros valores fx(x)=0
Logo fx(x) >0 VxeR

Na figura seguinte temos a representagao grafica de fx(x)

fx(X)

(] -
|




Funcao de Distribuicao
Definicao
Chama-se funcao de distribuicao (cumulativa) de uma variavel
aleatoria X (discreta ou continua) a fungao:

Fx :R —[0,1]

que satisfaz :
Fx(x) = P(X < x) = P({w: X(©) < x}), ¥x€R

Se X é absolutamente continua, de

X

Fy(x) = P(X < x) = / e (t)dt

vem
Fx(x) = fx(x)
para todo o ponto x onde Fx(x) é diferenciavel.



Propriedades da fungao de distribuicao

» Fx € uma funcao nao decrescente, isto é,

a < b= Fx(a) < Fx(b);



Propriedades da funcao de distribuicao

» Fx € uma funcao nao decrescente, isto é,
a< b= Fx(a) < Fx(b);

> Fx(*oo) = X_/I;IIIOCF)((X) =0;



Propriedades da funcao de distribuicao

» Fx € uma funcao nao decrescente, isto é,
a< b= Fx(a) < Fx(b);

> Fx(—OO) = X_/I;IIIOOF)((X) =0;

» Fx(+o0) = Ilim Fx(x)=1;

X——+00



Propriedades da funcao de distribuicao

» Fx € uma funcao nao decrescente, isto é,
a< b= Fx(a) < Fx(b);

> Fx(—OO) = X_/I;IIIOOF)((X) =0;
> Fx(+o00) = xﬁTooFX(X) =1;

» Fx & uma funcao continua a direita em qualquer ponto de
R, isto &,

L%)FX(X + h) = Fx(x), ¥x€R.



Exemplo 1 - cont.

Funcéao de distribuicdo cumulativa:
Para os pontos x =0, x =1, x = 2:
Fx(0) = P(X < 0) = P(X =0) = fx(0) = 2



Exemplo 1 - cont.

Para outros valor de x ¢ R
Se x < 0,tem-se Fx(x) =P(X <x)=0

Se0<x<1,tem-se
Fx(x) = P(X < x) = P(X =0) = fx(0) = 2

Se 1 <x <2, tem-se

Fx(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)=1(0)+ fx(1) =
2, 5

9te=g

Se x > 2, tem-se

Fx(xX) = P(X > x) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X
= fx(0) + fx(1) + x(2) =5+ 3



Exemplo 1 - cont.

Resumindo,

Graficamente,

!
>

NG

Funcgéao de distribuicéo

Ol wWwolo

0, sex<0
2/9, se0<x<1
7/9, se1<x<2
1, sex>2




A fungéo de distribuicao de uma variavel aleatoria discreta é
uma funcao em escada, descontinua a esquerda nos pontos
onde a variavel aleatéria toma valores



Exemplo 2 - cont.

Funcéo de distribuicdo cumulativa:
Se x < 0, tem-se

Fx(X)ZP(X<X)=/X fx(t)dtz/x Odt =

FX(x)P(X<x)/X fe(f)alt = / dt+/ 0

X2
/ Odt+/1—dt O+{t—} —x



Exemplo 2 - cont.

Se x > 2, tem-se

Fy(x) = P(X < x) = /X fX(t)dt:/o fx(t)dt+/02 fx(t)dt+/zxfx(tj

J—o0 —

0 X t X
:/ 0dt+/1—dt—|—/ 0dt=0+1+0=1
—00 0 2 2



Exemplo 2 - cont.

Resumindo,

0, sex <0
2
Fx(x)=q x—%, se0<x<2
1, sex>2
Graficamente,
Fx(x)
10 +
0.8 +
06 +
04 +
02 H
0 2 3



A funcao de distribuicao de uma variavel aleatéria (
absolutamente ) continua, além de continua a direita é
continua a esquerda em qualquer ponto x € R, sendo por isso
continua em todo o ponto x € R



Exercicio (Exemplo 2 - cont.)

Relembramos que X representa a necessidade diaria de
matéria prima da empresa "Baratinho”(em toneladas) e que a
sua funcao densidade de probabilidade é:

X
fe(X) = 1—5, 0<x<?2
0, outros valores

Se se quiser que a probabilidade de ruptura da matéria prima
seja igual a 0.02, qual o nivel de abastecimento que deve ser
assegurado diariamente ?



Exercicio (Exemplo 2 - cont.)

Relembramos que X representa a necessidade diaria de
matéria prima da empresa "Baratinho”(em toneladas) e que a
sua funcao densidade de probabilidade é:

X
0, outros valores

Se se quiser que a probabilidade de ruptura da matéria prima
seja igual a 0.02, qual o nivel de abastecimento que deve ser
assegurado diariamente ?

Sol:1.72 toneladas



As distribuicdes de probabilidade contém toda a informagao
acerca das propriedades probabilisticas de uma variavel
aleatoria.



As distribuicdes de probabilidade contém toda a informagao
acerca das propriedades probabilisticas de uma variavel
aleatoria.

No entanto, por vezes , € necessario sumariar algumas
caracteristicas através de uma medida.

Uma dessas medidas é a média, valor esperado ou esperanga
matematica.



Definicao
Denomina-se média, valor esperado ou esperanca matematica
de uma variavel aleatéria X, ao nimero . x ou E(X) definido
por:
E(X) =px = xifx(x),
I

se X é discreta com funcao de probabilidade fy e tomando
valores em {xq, X, ...}; Ou por

+oo

E(X) = px = / xfie(X)dx

—00

se X é (absolutamente) continua com funcao densidade de
probabilidade fx.



Definicao
Denomina-se média, valor esperado ou esperanca matematica
de uma variavel aleatéria X, ao nimero . x ou E(X) definido
por:
E(X) =px = xifx(x),
I

se X é discreta com funcao de probabilidade fy e tomando
valores em {xq, X, ...}; Ou por

+00
EOX) —nx= [ xtx(dx,
—00

se X é (absolutamente) continua com funcao densidade de
probabilidade fx.
Na definicao anterior, se a série, no caso discreto, nao for
convergente ou, no caso continuo, se o integral nao for
convergente, dizemos que o valor esperado ndo existe.



Valor Esperado de uma fungao de X
Seja g uma f.r.v.r e g(X) uma v.a. construida a partir de outra do
mesmo tipo X

Definicao
Se X é umav. a. discreta podendo assumir os valores X1, Xo, ..., €ntao

E(9(X)) = ngx) = ZQ(Xi)fX(Xi)

onde fx é a funcao de probabilidade da v. a. X.



Valor Esperado de uma fungao de X
Seja g uma f.r.v.r e g(X) uma v.a. construida a partir de outra do
mesmo tipo X

Definicao
Se X é umav. a. discreta podendo assumir os valores X1, Xo, ..., €ntao

E(9(X)) = ngx) = ZQ(Xi)fX(Xi)

onde fx é a funcao de probabilidade da v. a. X.
Definicao
Se X é umav. a continua, entao

+oo
E(9(X)) = g = / 9(x) fx(x)dx

onde fx é a funcao densidade de probabilidade da v. a. X.



Exemplo/Exercicio

Exercicio
Calcule E(X) para os exemplos anteriormente considerados.
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Exercicio
Calcule E(X) para os exemplos anteriormente considerados.

Para o Exemplo 1: E(X) =1



Exemplo/Exercicio

Exercicio
Calcule E(X) para os exemplos anteriormente considerados.

Para o Exemplo 1: E(X) =1

Para o Exemplo 2: E(X) =2/3



Propriedades do valor esperado

Propriedades do Valor Esperado

Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a,b e ¢ constantes reais.
Entao:



Propriedades do valor esperado

Propriedades do Valor Esperado

Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a,b e ¢ constantes reais.
Entao:

» E(c)=c



Propriedades do valor esperado

Propriedades do Valor Esperado

Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a,b e ¢ constantes reais.
Entao:

> E(C) =C
» E(cX) = cE(X)



Propriedades do valor esperado

Propriedades do Valor Esperado

Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a,b e ¢ constantes reais.
Entao:

» E(c)=c
» E(cX) = cE(X)
» E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y);



Propriedades do valor esperado

Propriedades do Valor Esperado
Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a,b e ¢ constantes reais.
Entdo:
> c) =
) = cE(X)
bY) = aE(X) + bE(Y);
X(w) < Y(w) Vw € Q, entao E(X) < E(Y)

E(
> E(c
> E(a

e

>

cX
aX +

w



Definicao
Seja X uma v.a. de valor esperado u.x. Define-se a variancia
de X, o% ou Var(X), por

Var(X) = 0% = > (% — mx)?fe(xi) = E (X = nx)?) .

i

se X é discreta com funcao de probabilidade fy e tomando
valores em {xq, X2, ...}; ou por

o0
Var(X) = o = |~ (x— w?fe(x)ox = E (X = x)?)
—00
se X é (absolutamente) continua com fungao densidade de
probabilidade fx

Na definicao anterior, se a série, no caso discreto, nao for
convergente ou, no caso continuo, se o integral nao for
convergente, dizemos que a variancia nao existe.



Exemplo/Exercicio

Exercicio
Calcule Var(X) para os exemplos anteriormente considerados.
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Exercicio
Calcule Var(X) para os exemplos anteriormente considerados.

Para o Exemplo 1: Var(X) =4/9



Exemplo/Exercicio

Exercicio
Calcule Var(X) para os exemplos anteriormente considerados.

Para o Exemplo 1: Var(X) =4/9

Para o Exemplo 2: Var(X) =2/9



Propriedades da Variancia

Propriedades da Variancia
Seja X uma variavel aleatéria e a,b e ¢ constantes reais. Entao:
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Seja X uma variavel aleatéria e a,b e ¢ constantes reais. Entao:
> Var(X) = E(X?) - (E(X))?
» Var(c) =0
» Var(aX + b) = a®Var(X);



Propriedades da Variancia

Propriedades da Variancia

Seja X uma variavel aleatéria e a,b e ¢ constantes reais. Entao:
> Var(X) = E(X?) - (E(X))?
» Var(c) =0
» Var(aX + b) = a®Var(X);



Propriedades da Variancia

Propriedades da Variancia

Seja X uma variavel aleatéria e a,b e ¢ constantes reais. Entao:
> Var(X) = E(X?) - (E(X))?
» Var(c) =0
» Var(aX + b) = a®Var(X);

Definicao
A raiz quadrada positiva da variancia chamamos desvio padrdo
e representamos por ox:

ox =/ Var(X)



	Variável Aleatória
	Variáveis Aleatória Discretas
	Variáveis Aleatória (absolutamente) continua
	Função de distribuição
	Valor Esperado
	Variância

