. TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Testes Nao Parameétricos

Nos testes abordados até agora, ditos tesies parametricos, as hipoteses
envolvem apenas parametros populacionais, como a meédia, a variancia, uma

proporgao, etc. Além disso, em geral, estes testes comportam uma diversidade de

suposicdes fortes a que o seu emprego deve subordinar-se de que sao exemplo:
" as observacoes devem ser extraidas de populagdes com distribuicao
especificada;
= as variaveis em estudo devem ser medidas em escala intervalar ou de

racios, de modo a que seja possivel utilizar operagdes aritméticas sobre os

valores obtidos das amostras (adicao, multiplicacao, ...),

= etc.
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Vamos agora abordar um conjunto de testes que nos permitem testar outro tipo
de hipoteses que nao apenas sobre parametros populacionais (e.g., se a
distribuicdo populacional em estudo pode ser considerada Normal). Estes sao
chamados testes nao parametricos.

Estes testes sao, em geral, faceis de aplicar, pois podem ser usados quando as
hipoteses exigidas por outras técnicas nao sao satisfeitas. Apesar de haver certas
suposicoes basicas associadas a maioria das provas nao parametricas, essas
suposicdes sdo em menor numero e mais fracas do que as associadas as provas
paramétricas. A maior parte das provas nio paramétricas servem para pequenas
amostras e, além disso, aplicam-se a dados medidos em escala ordinal, e alguns

mesmo a dados em escala nominal.
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Tabelas de Contingéncia

Teste do Qui-quadrado de Independéncia

Suponha que numa amostra aleatdria de tamanho n de uma dada populacao
sao observados dois atributos ou caracteristicas A e B (qualitativas ou
quantitativas), uma com r e outra com s modalidades ou categorias,

respectivamente A1, Az,..., Are B1, Ba,..., Bs.
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Cada individuo da amostra € classificado numa e numa s6 categoria (ou classe)

de A e numa e numa so categoria (ou classe) de B.

A classificacdo dos elementos da amostra da origem a uma tabela de dupla

entrada, designada por tabela de contingéncia rxs, com o seguinte aspecto:

B: By .. Bs
A1 | O11 O12 ... O1s
Az | O21 O22 ... Oz

Ar Or1 Or2 Ors

O;i (i=1,...,rej=1,...,s) 2 numero de elementos classificados simultaneamente nas

categorias Ai de A e B; de B, numa amostra de tamanho n.
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e Oi. = ZOU (i=1,...,r) 2 n° de elementos na amostra com modalidade A;

;
e O = ZOU (j=1,...,s) =2 n° de elementos na amostra com modalidade E..

n= Zrlzslou :Zr:On ZO.J

i=1j=1 i=1 j=1

onde n é a dimensao da amostra.
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O objectivo a que nos propomos € o de tentar inferir sobre a existéncia ou nao
de qualquer relacdo ou associacdo entre os atributos (variaveis) A e B, mais

concretamente, inferir se A e B s3o ou nao independentes.

Hipoteses a testar:
Ho: A e B sao independentes

H1: A e B nao sao independentes
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Denote-se por:
e pii=P(AinB;) (i=1,..,re j=1,...,s) a probabilidade (desconhecida) de um individuo

da populacéao ser classificado simultaneamente nas categorias Ai de A e B de
B;

e pi-=P(Ai) (i=1,...,r) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da
populacao ser classificado na categoria Ai de A;

e p-i=P(Bj) (j=1,...,s) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da
populacao ser classificado na categoria B; de B.

Zr:ipu Zr:pn Zp.j-

i=1j=1 =1 j=1
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Ora, se os atributos sao independentes, verifica-se a conhecida relacao,

P(AinB;j) = P(Ai) P(Bj),

isto é,

Pij= Pi-* P

Assim, as hipoteses anteriores podem ser formuladas do seguinte modo:

Ho: pi= pi-* p-j (paratodoi e )

H1: pij= pi-* p+j (para algum i=j).
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Os verdadeiros valores das probabilidades pi- € p-; sao estimadas, a partir dos
dados amostrais, por

Notacdo: ei=n p; 2> numero esperado de individuos na classe Ai de A e B; de B.

Quando Hop € verdadeira, i.e, pij= pi-* p-j , temos

estimado por i
€= Pj =N pi-X p-j > & =nDiuDej =
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que, sob o pressuposto de Ho ser verdadeira, tem distribuicido assimptotica do Qui-

quadrado com (r-1)(s-1) graus de liberdade.

Vimos que quando Ho é verdadeira e pode ser estimado por éij =np, f).j . Logo,

"N

a diferenca entre O; (frequéncia observada) e ¢;; (estimativa da frequéncia
esperada supondo a independéncia) nao deve ser grande.

Assim, a estatistica teste, mede o afastamento dos dados em relacio a hipotese

de independéncia. Trata-se entao de um teste unilateral a direita.
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departamento de matematica

Exemplo: Um supermercado quer testar ao nivel de significancia de 5% a hipotese

de que o0 modo de pagamento dos clientes nesse estabelecimento € independente
do periodo do dia em que fazem as compras. Existem trés modos de efectuar os
pagamentos: por cheque, dinheiro e cartao de débito/crédito.

A seguinte tabela de contingéncia 3x3 apresenta os resultados obtidos numa

amostra de 4000 clientes:

PERIODO DO DIA

MODO DE PAGAMENTO Manha Tarde Noite
Cheque 750 1500 750
Dinheiro 125 300 75

Cartao de débito/Crédito 125 200 175
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Denotando por A o atributo Modo de pagamento e por B o atributo Periodo do

dia em que faz as compras, as hipoteses as testar sao

Ho: A e B sdo independentes

Hi: A e B nao sao independentes

Uma vez que A e B assumem cada uma 3 modalidades, sob Hop, a estatistica
teste tem distribuigao assimptotica do Qui-quadrado com (r-1)(s-1)=(3-1)(3-1)= 4
graus de liberdade.

Ao nivel de significancia de 0.05, a regiao critica € entao [9.49, +oo[ (consulte

tabela ou faga no EXCEL: INV.CHI(0,05;4)).
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PERIODO DO DIA
MODO DE PAGAMENTO Manha Tarde Noite | Totais
Cheque 750 1500 750 3000
Dinheiro 125 300 75 500
Cartao de Crédito 125 200 175 500
Totais 1000 2000 1000 | 4000
n Oio OOJ _Oioooj

Calculo das frequéncias esperadas: €;; =n p;, p.;=n

n n n

&, =(3000x1000)/4000=750
&,,=(3000x2000)/4000=1500

&, =(3000x1000)/4000=750.
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Frequéncias esperadas

PERIODO DO DIA
MODO DE PAGAMENTO Manha Tarde Noite | Totais
Cheque 750 1500 750 | 3000
Dinheiro 125 250 125 500
Cartao de Crédito 125 250 125 500
Totais 1000 2000 1000 | 4000

Valor observado da estatistica teste:

2 2 2 2
2= (750-750)° (1500-1500) (200-250)° (175125 o\
750 1500 250 125

Uma vez que 60 excede o valor critico 9.49, ao nivel de significancia de 0.05,
rejeitamos a hipotese de que o modo de pagamento € independente do periodo do

dia em que as compras sao feitas.
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Medidas de Associacao

No teste do Qui-Quadrado apresentado, se for rejeitada a hipdtese de
independéncia entre os atributos, pode interessar medir a intensidade da

associacao entre os mesmos, através de uma medida adequada.

Uma vez que a estatistica do teste mede o afastamento em relacao a hipotese

de independéncia, o seu valor observado podera ser usado para avaliar o grau de

associacao entre os atributos.
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Este coeficiente varia entre 0 e /(q—1)/q onde g=min{r,s} e portanto nunca

assume o valor 1.

Valores pequenos de C indicam fraca associacao entre os atributos, enquanto

que valores grandes de C indicam forte associacao.

O facto deste coeficiente ndo assumir o valor 1 no caso de associacao completa
€ uma sua limitagcao. Para obviar este problema, Tshuprow propds o seguinte

coeficiente.
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X2

nJ(r—1)x(s—1)

Coeficiente de Tshuprow: T =

Este coeficiente varia entre 0 e 1, tomando o valor 0 no caso de existir
independéncia e o valor 1 quando r=s e houver associagao completa.
Por ultimo, referimos o coeficiente proposto por Cramer que atinge o valor 1

gquando ha associacido completa.

2

Coeficiente V de Cramer: V = X—, com g=min{r,s} 0<V<1.

n(q-1)
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Para o exemplo anterior, rejeitamos a hipotese de independéncia entre o0 modo

de pagamento e o periodo do dia em que as compras eram efectuadas.

Para ter uma ideia da intensidade de associacao entre estes dois atributos,

calculam-se os coeficientes que acabamos de descrever.

2
L _ \/ 60 _ 120
w2 +n 1 60+4000

Coeficiente de Contingéncia de Pearson: C =

0<C<./(q-1)/q, onde g=min{r,s}=3, i.e, 0<C<0.816.

Carla Henriques e Manuel Reis

16



Dep. Matematica  TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Escola Superior de

UM Tecnologia de Viseu . Tabelas de contingéncia
. 2 60
Coeficiente de Tshuprow: T = = =0.087
ny(r—1)x(s—1) 4000~/2 x 2

2
Coeficiente V de Cramer: V = X 1/&=0.087
n(g—1) 4000 x 2

Verificamos, entdo, que apesar de haver associacao entre os atributos, esta

pode considerar-se fraca.
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Teste de Homogeneidade

Suponha que s&o recolhidas amostras aleatérias de s populacoes

(sub-populacdes ou estratos) B+, Bo,..., Bs , nas quais se observa um atributo A

com r categorias A1, Az,..., A..

Neste contexto, surge também uma tabela de contingéncia rxs:

B1 Bz .. Bs
A1 | O11 O12 ... Ogs
Ao | O21 Oz ... Oos

Ar Or1 Or2 Ors

Oii (i=1,...,r e j=1,...,s) 2 numero de elementos da amostra da populacao B;

classificados na categoria A de A.
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e Oi- = 0Oy (=1,..,r) 2 n° de elementos na categoria /A de A em todas as

amostras;

;
e O, = ZOij (j=1,...,s) =2 tamanho da amostra recolhida na populacao ;.
i=1

Neste caso, cada B rotula uma sub-populacao cujos elementos se distribuem
pelas r modalidades do atributo A, e o0 que se pretende saber € se existe
homogeneidade, isto €, se nao ha diferenca entre as populagcées no modo

como os seus elementos se distribuem pelas modalidades do atributo A.
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que, sob o pressuposto de Ho ser verdadeira, tem distribuicido assimptoética do Qui-

Quadrado com (r-1)(s-1) graus de liberdade.

Valores muito grandes da estatistica de teste traduzem um grande afastamento
dos dados em relacao a hipotese nula, conduzindo a rejeicao desta. Assim, a
estatistica de teste mede o afastamento dos dados em relacao a hipétese de

homogeneidade.
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Para aplicar os testes de independéncia e de homogeneidade devem ser

seguidas as seguintes regras:

- mais de 20% das frequéncias esperadas, ei’s, inferiores a 5
ou,

- alguma frequéncia esperada inferior a 1

devemos proceder a agregacao de algumas classes contiguas.
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Teste exacto de Fisher
O teste do Qui-quadrado €, como ja se disse, baseado numa distribuicao
assimptotica, o que portanto limita a sua aplicacao ao caso de grandes amostras

(recorde as limitagdes sobre as frequéncias esperadas).

Em tabelas de contingéncia 2x2, existe uma alternativa ao teste do
Qui-quadrado, o teste de Fisher, que € um teste exacto, i.e., a distribuicao da

estatistica € exacta (os pontos criticos e valores-p sao calculados de forma exacta).
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