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Capitulo 1

Operacoes algébricas em R

1.1 Enquadramento teérico

Soma de fragoes: S6 podemos somar/subtrair fragoes com o mesmo denominador.

b a+h
202 (1.1)
& C C

ou
a ¢ axdzxbxc

Produto de fragoes: Para multiplicar frac¢oes, multiplicamos numerador com numerador, de-

nominador com denominador. "
axec

a ¢
2w~ = ) 1.
b d bxd (1.3)
Divisao de fragoes: E sempre possivel dividir %, b # 0 por 2, d+# 0 em Q.
a
a ¢ p a_ d axd
a.c_b_ 2 d_ . 1.4
b d €T bxe (14)
d
Simplificagao de escrita:
+(+a) =a +(—a) = —a — (+a) = —a — (—a) = a. (1.5)

Propriedades das Poténcias: Sejam xz,y € R ea, b € R. Sao validas as seguintes propriedades:

(a) x x TX - X L= 2 (b) 2% x 2’ =2 (¢ = 227t () (22)" = goxb

() (e xy)r =2t xy  (§) (5):— () v =~ (b) o= Y beN



1.2 Exercicios de aplicacao

1.

Calcule:

Simplifique:

@t ) @ paer @ (5) o

@ 2xmew @ EEEEE ) ()

Calcule:

@ (-3) xeors(3) o EREEICO g s

" 1@;5 (1102 o (‘1)11+52X<322:<§)2 g (CL2x (L)
6) <6 @] ()

Transforme em radicais:

Sendo a, b, ¢ # 0, simplifique e apresente o resultado com expoentes positivos:
(a) a? x b’ ()a‘3xb5xc4 ()4‘2><a‘3><b4><c‘2
a) ——— _— c
a? x b2 a2 x b xc 273 x b2 x a=! x 2



Capitulo 2

Nocoes basicas de estatistica e
probabilidades

2.1 Enquadramento tedrico
Fenémenos aleatdrios: Sao fenémenos observaveis em que o resultado de cada realiza¢ao individual

é incerto, mesmo que possa haver uma tendéncia.
Experiéncia aleatéria: E a realizacdo de um fenomeno aleatorio e a observacao dos resultados.
Espaco de resultados: Conjunto dos resultados possiveis associados a uma experiéncia aleatoria.

Acontecimento: Qualquer subconjunto do espaco de resultados.
Acontecimento elementar: Acontecimento constituido por um s6 elemento do espaco de resultados.
Regra de Laplace: Em relagdo a uma experiéncia aleatoria de um espago amostral finito, com n

resultados, em que os acontecimentos elementares sao equiprovaveis, isto é, tém igual probabilidade
de ocorrerem, a probabilidade de um acontecimento A é dada pelo quociente entre o nimero m

de casos favoraveis a A (resultados que compoem A) e o nimero n de casos possiveis (resultados
m

que compoem o espago de resultados). Neste caso, escreve-se, P(A) = — .
n

2.2 Exercicios de aplicagcao

1. Com um dado numerado de 1 a 6 fez-se a seguinte experiéncia:

e Lancou-se o dado 10 vezes e construiu-se a seguinte tabela

Namero da face 1|2 3 4 5 6
Frequéncia absoluta | 3 | 2 | 1 2 | (A)] 2
Frequéncia Relativa || 0.3 | 0.2 | (B) | (C) | (D) | (E)

e Lancou-se o dado 2000 vezes e construiu-se a seguinte tabela

Numero da face 1 2 3 4 5 6
Frequéncia absoluta || 280 | 300 | 300 | (F) | 240 | (G)
Frequéncia Relativa | 0.14 | 0.15 | (H) | 0.14 | (J) | (K)

(a) Complete as tabelas anteriores.
(b) Se estivesse a jogar com este dado, qual era o niumero que iria apostar? Justifique.

(c) Comente a seguinte afirmacao: “o dado é viciado.”



2. Uma nova vacina estd em fase de testes. Na tabela seguinte apresentam-se os resultados que
foram sendo recolhidos até terem sido realizados 2000 testes em seres humanos.

Numero de testes H Numero de sucessos

150 118
280 238
500 416
800 650
1000 823
1500 1225
2000 1642

(a) Construa a tabela de frequéncia relativas.

(b) Qual é o valor que estima para a probabilidade de sucesso desta vacina quando aplicada
a uma pessoa?’ Justifique a sua resposta.

3. Numa sondagem interrogaram-se 1000 pessoas. 20% responderam “sim”; 50% responderam
“mais ou menos” e as restantes responderam “nao”.

Encontramos uma dessas 1000 pessoas.

(a) Quantas pessoas responderam “nao”?
(b) Qual é a probabilidade da pessoa encontrada ter respondido “nao”?

(c) Qual é a probabilidade dessa pessoa nao ter respondido “nao™?

4. Suponha que lan¢a um dado, ndo viciado, numerado de 1 a 6, muitas vezes (por exemplo
10000 vezes). Quantas vezes espera que saia o nimero 37 Justifique.

5. Calcule a probabilidade de, extraindo uma carta ao acaso de um baralho de 40 cartas, sair:

a) uma carta de copas;
(a)
(b) um rei;

(c) uma carta preta.
6. Calcule a probabilidade de, no lancamento de um dado numerado de 1 a 6, sair:

um numero impar;

um nimero maior do que 4;

um multiplo de §;

)

)
(¢) um miltiplo de 6;
()

) um namero inferior a 10.



7. Calcule a probabilidade de, lancando ao acaso dois dados nao viciados, numerados de 1 a 6
cada um, as pintas existentes nas faces voltadas para cima somarem 7.
8. Num saco existem trés bolas, uma de cada cor (azul, branca e preta).

Extraem-se ao acaso e simultaneamente duas bola do saco.

(a) Qual a probabilidade de sair a bola branca?

(b) Qual a probabilidade de nao sair a bola preta?

9. Lancamos duas vezes uma moeda. Qual é a probabilidade de obter cara pelo menos uma
‘?
vez’

10. Se lancar uma moeda trés vezes, é mais provavel obter trés lados iguais ou dois iguais e um
diferente?
11. Numa caixa existem 4 fichas numeradas de 1 a 4.

Extraem-se ao acaso e simultaneamente duas fichas da caixa.

(a) Quantos sdo os acontecimentos elementares possiveis?
(b) Calcule a probabilidade de sair:

i. a ficha com o nimero 1 e a ficha com o nimero 3;
ii. uma ficha com um ntmero par e a outra com um nimero impar;

iii. nao sair a ficha com o ndmero 1.

12. Numa gaveta ha 4 meias brancas e 2 meias pretas. Tira-se da gaveta uma meia ao acaso e,
em seguida, sem repor a primeira, é tirada uma segunda meia. Determine a probabilidade:

(a) das duas meias serem brancas;
(b) da primeira meia ser branca e a segunda ser preta;

(c) de ser uma meia de cada cor.

13. Colocamos 16 triangulos iguais, de trés cores diferentes (branco,
cinzento e preto), de forma a obtermos um quadrado como mostra
a figura. Tirando um triangulo ao acaso, determine a probabilidade
de:

(a) ser preto;
(b) ser branco ou preto;

(c) ndo ser branco.



14.

15.

16.

17.

Um saco tem bolas brancas e bolas pretas. As bolas brancas sao 12 e a probabilidade de
tirar uma bola preta quando se tira ao acaso uma bola do saco, é 25%. Determine o nimero
total de bolas existente no saco.

Num parque de estacionamento estao 40 carros: 16 japoneses e os restantes europeus. Deter-
mine a probabilidade do segundo carro a sair do parque ser japonés, sabendo que o primeiro
carro que saiu era europeu.

O Tiago foi a um restaurante que tinha, para esse dia, a seguinte ementa:

Entradas

e melao com presunto e salada do chefe
Peixe

e espetada do mar e sardinhas assadas
Carne

e cabrito assado

Sobremesas

e pudim e mousse e salada de frutas
O Tiago vai escolher uma entrada, um prato (peixe ou carne) e uma sobremesa.

(a) Quantas refei¢oes diferentes pode escolher?

(b) Se escolhermos ao acaso uma dessas refeicdes possiveis, qual é a probabilidade das
sardinhas assadas fazerem parte da refeicao?

(¢) O Tiago gosta muito de mousse e, portanto, ja decidiu o que vai comer a sobremesa.
Qual é a probabilidade do Tiago ir comer cabrito assado?

Quarenta alunos inscreveram-se para exame. SO dois M _— ——E
alunos é que faltaram a todos os exames e os outros ( 4 jo 350 0
fizeram exame, a uma ou mais das seguintes disciplinas: 7 3

Matematica (M), Fisica (F) e Biologia (B). O diagrama . ¢
ao lado indica o namero de alunos em cada exame.

Se escolhermos ao acaso um dos alunos inscritos para o exame, qual é a probabilidade de:

(a) ter feito exame de Matematica?
(b) ter feito exame de Matematica mas nao de Fisica nem de Biologia?

(c) ter feito exame as trés disciplinas?

10



18.

19.

20.

21.

22.

23.

Num quadrado, de lado 10 c¢m, desenhamos um triangulo de altura 8 cm e de base igual
a0 lado do quadrado. Supondo que, lancando uma moeda ao ar, o centro da moeda cai em
qualquer ponto do quadrado com a mesma probabilidade, calcule a probabilidade do centro
da moeda cair sobre o triangulo.

Num saco existem 18 bolas: 4 roxas, 5 brancas e 9 pretas. Tira-se uma bola ao acaso do
saco.

a) Qual a probabilidade de a bola ser preta?

(
(b

Qual a probabilidade de a bola ser branca ou roxa?

(c) Havera algum acontecimento cuja probabilidade seja 1_8? Justifique.

(d) Supondo que tirdavamos duas bolas ao acaso do saco, sem repor a primeira, determine

a probabilidade das duas bolas serem:

i. ambas pretas;

ii. ambas roxas.
Na escola do Vitor fez-se um estudo a eficacia do cozinheiro da cantina. Concluiu-se que:

e a probabilidade da comida ficar queimada ¢ de 0.03;
e a probabilidade de colocar sal a mais é de 0.09;
e a probabilidade de colocar sal a menos é de 0.11.

Determine a probabilidade de hoje a comida sair boa, isto é, nem queimada, nem salgada
nem insossa.

Num prédio com 20 habitacoes, o ardina entregou em 12, habitagoes, o jornal “Pablico”; em
7 o “Jornal de Noticias”, e em 5 nao entregou qualquer jornal.

ual é a probabilidade de, escolhendo ao acaso uma habitacao, terem recebido os dois
¢
jornais?

No frigorifico tinhamos iogurtes da mesma marca e de trés sabores: morango, ananas e
banana.

1
A probabilidade de tirar ao acaso um iogurte de morango é S; de tirar um iogurte de banana
1
6 —.

3
Sabendo que ha 14 iogurtes de ananés, determine quantos iogurtes ha ao todo no frigirifico.

Fizeram-se 500 bilhetes de uma rifa. Para ter 2% de probabilidade de ganhar, quantos
bilhetes preciso de compar?

11



24. Uma urna contém 3 bolas amarelas, 5 brancas e 2 azuis. Uma ¢é tirada aleatoriamente.

Determine a probabilidade:

(a) de sair bola azul,

(b) de néo sair bola branca.

25. Langaram-se dois dados numerados de 1 a 6.
(a) Quantos sdo os acontecimentos elementares possiveis?
(b) Calcule a probabilidade de:

i. sair dois 5;

1. nao sair o 6.

26. Num saco existem 6 bolas numeradas de 1 a 6.

Tirando simultaneamente duas bolas ao acaso, calcule a probabilidade:

(a) de sairem dois nimeros impares;
(b) da soma dos ntmeros ser 8;

(c) de sair um nimero impar e outro par.

12



Capitulo 3

(Generalidades de funcoes e funcao afim

3.1 Enquadramento tedrico

Uma funcao é uma relacdo univoca entre dois conjuntos, A e B, isto é, a cada elemento de A
corresponde um e um s6 elemento de B.

Vee A F'ye B:y= f(x). (3.1)

O conjunto A chama-se dominio da fungao f, representa-se por Dy, e os elementos de A designam-
se por objetos. O conjunto B chama-se conjunto de chegada da funcao f. O conjunto C'
chama-se contradominio da funcao f, representa-se por D}, e os elementos de C' designam-se
por imagens.

Se 0 dominio de f é um subconjunto de R e o conjunto de chegada é R, entao f diz-se uma fungao
real de variavel real e escrevemos

f:DCR — R (3.2)
x — y=f(v)

O dominio de uma funcao, real de variavel real, ¢ o conjunto dos ntimeros reais para os quais tém

significado as operacoes na expressao algébrica que a define. O contradominio de uma funcao,

real de variavel real, é o conjunto de todos os nimeros reais que sao imagens de algum elemento

do dominio.

Zero de uma funcdo é um objeto cuja imagem ¢é nula, isto é, x € Dy : f(z) = 0.

13



Uma funcao é crescente em sentido lato

Vi, x9 € Dy a1 > 29 = f(21) > f(22). (3.3)
Uma funcao é crescente em sentido estrito

Vi, 0 € Dy a1 > 29 = f(21) > f(22). (3.4)
Uma funcgao é decrescente em sentido lato

Vi, x9 € Dy a1 > 29 = f(21) < f(22). (3.5)
Uma funcgao é decrescente em sentido estrito

Vi, 0 € Dy a1 > 29 = f(21) < f(22). (3.6)

Uma funcao diz-se monétona se é crescente ou decrescente no seu dominio.

Uma fungao diz-se estritamente mondtona se é estritamente crescente ou estritamente decres-
cente no seu dominio.

Uma funcao afim ¢ uma funcao definida por uma expressao algébrica do tipo y = ax + b, onde a
e b sao numeros reais. O grafico de uma funcao afim é uma reta.

a designa-se por declive da reta e influencia a inclinacao da reta.

e Se o valor de a é positivo a reta é crescente.
e Se o valor de a é negativo a reta é decrescente.

b designa-se por ordenada na origem e determina o ponto onde o grafico interseta o eixo das
ordenadas (eixo dos YY'). O grafico de uma funcdo afim é uma reta.

Exemplos de funcoes afim

K \

Note que se a > 0 quanto maior é o valor de a maior é a inclinacao da reta e se a < 0, quanto
maior é o valor de @ menor é a inclinacao da reta

14



Casos particulares de fungoes afim

e Funcdo linear E uma funcio afim onde o b = 0, ou seja, a expressdao analitica de uma
funcao linear é y = ax.
No caso particular de a =1 e b = 0 a funcao chama-se funcao identidade.
O grafico de uma funcao linear interseta o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas
(0,0).

Exemplos: y =2z, y= -5z, y= ga Yy=—-

3 x.

1
7
e Funcao constante E uma funcao afim onde o a = 0, ou seja, a expressao analitica de uma

funcao constante é y = b.

O grafico de uma funcdo constante é uma reta paralela ao eixo das abcissa (eixo dos X X).

4 6
Exemplos: y =3, y=-2.7, y= 3 Y= -

3.2 Exercicios de aplicacao
1. Considere a fungao f definida por f(x) = —2z + 3. Calcule:
@ o0 © () @ (=)
(e) fla) () f(=a) (g) f(Ba) () f(b—1)

2. Considere a fung¢ao g definida por f(z) = gx Calcule f(0) e f(—1).

1
3. Considere a fun¢ao f definida por f(z) = i 7.
a

b

(a) Determine a imagem de 4.

(b) Determine o objeto cuja imagem é —7.
(
(d

)
)
¢) Indique o dominio e o contradominio de f.
) Determine, caso existam, os zeros da funcao f.
)

(e) Indique, justificando a sua resposta, se a fungao é estritamente crescente ou estritamente
decrescente.

(f) Indique se a fungao tem extremos.

4. Determine a expressao analitica da funcao afim f(x) = ax + b, sabendo que:

(a) f(=1)=T7e f(2)
(b) f(2)=—-2e f(1)

1.
1.

15



5. Considere a funcao g definida por g(z) = —3z + 4.

(a) Determine a imagem de 2.
(b) Determine o objeto cuja imagem é 1.

)

)

(c) O ponto de coordenadas (4, 8) pertence ao grafico da fungao? Justifique a sua resposta.

(d) Calcule as coordenadas do ponto de interse¢ao do grafico de g com o eixo das ordenadas.
)

(e) Determine os valores de « tais que g(z) = 0.
(

f) Represente a func¢ao g graficamente.

6. Dadas as fungoes f(x) = 3z — 4 e g(x) = 2z + 1, determine os valores de x tais que
f(z) < g(z).
7. Esboce o grafico das seguintes fungoes:
2 r<l1
= 2 b =1+2 = — d = ’
@ fo) =42 O) fo) =142 © fo=-5 @ f@={ * T%]

9. Determine uma expressao analitica para cada uma das funcoes cujo grafico consta na figura
seguinte, indicando, em cada caso, se se trata de uma funcao linear ou constante.

al by}

—x <1
—r+3 >1

10. Considere a fungao f definida por f(z) = {

@ Cateate f (—5) . 7). 10, 7 (3) e 7 (3)

(b) Faca o esbogo do gréfico da fungao f.

16



Capitulo 4

Equacoes do 2° grau. Funcao quadratica

4.1 Enquadramento tedrico
As fungoes quadraticas sao da forma
f(z)=az’+bx+c, a#0.

O grafico destas fun¢oes sao parabolas. Para esbocar o grafico de uma fun¢ao quadratica devemos
ter em conta:

Concavidade: a > 0 = Concavidade voltada para cima
a < 0 = Concavidade voltada para baixo

Zeros: b?> — 4ac > 0 = dois zeros reais distintos
b> — 4ac = 0 = um zero real duplo
b?> — 4dac < 0 = nao existem zeros reais

b b
rtice: —— =
Vértice ( 5 f ( 2@))

b

Eixo de simetria: z = 5
a

Sinal: % —4ac >0 = f tem sinal contrario ao de a no intervalo dos zeros
e sinal igual ao de a fora no intervalo dos zeros
b* —4ac=0 = f tem o sinal de a excepto no zero
b? —4ac <0 = f tem sempre o sinal de a

Uma parabola também se pode representar pela funcao quadratica
f)=alx —h)?+k a#0,

onde (h, k) sao as coordenadas do vértice.

17



Exemplo: Represente graficamente a funcao f(z) = 2% + 2z + 1.

b
A parabola tem vértice no ponto de abcissa x = o = —1. Logo,
as coordenadas do vértice sao (—1,0).
Como a = 1 > 0, a pardbola tem concavidade voltada para cima. y
Fazendo y = 2 obtemos
1 V2 V2
2 _ _ _
l’+21'+1—§<:>l'1——1+7\/1’2——1—7 ‘777‘ %
) ) T2 —1 21
Assim, a parabola contém (xl, 5) e (@, 5)
4.2 Exercicios de aplicacao
1. Resolva, em R, se possivel, as seguintes equacoes do 2° grau.
(a) 222 —4=0 (b) 22% +6 =2 () 22 =36 =0
(d) =322 +12=0 (€) 222 — 42 =0 (f) 2> +52x=0
9 x?2  bw : 2
(9) 20 =3z (h)§:? (i) (x42)°=3
(j) 2> —8=—4 (k) 322 +5x+2=0 (1) 222 + 42 —8=0
(m) =222 —2+3=2 (n) 2> -4z +4=0 (0) 42® — 20x + 25 =0
9 4 2
(b) 20(3+4)=8  (q) 2®+4z = (r) 2? + = = -2
4 3 3
(s) 222 + T2 =0 (t) 2 =12+ 72 =(z—-2)(z+2) (u) 2> +4x=—1

(v) (z—1)(2*-4)=0 (w)2z+1=—2?

2. Determine os valores de k de modo que a equacdo kx?> +x +2=10.

(a) tenha apenas uma solugao;
(b) ndo tenha nenhuma solugao;

(c) tenha duas solugoes distintas.

18



3. Considere as seguintes funcoes:
flx)=—2*+22+3 gx)=2"-22r+2  h(r)=2"—-3z
Para cada uma das funcoes,

(a) determine os zeros, caso existam.
(b) faca um esboco do seu grafico.

(c) indique o seu dominio e contradominio.

4. Resolva as seguintes inequacoes do 2° grau.

(a) 2> +1>2x (b) 2 < z(x — 3) (c) 2? <=z

19
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Capitulo 5

Sistemas de equacoes e sucessoes

5.1 Enquadramento tedrico

5.1.1 O Plano Cartesiano

Assim como podemos representar niimeros reais por pontos numa reta de nimeros reais, podemos
também representar pares ordenados de niimeros reais por pontos num plano chamado sistema
de coordenadas retangulares, ou plano cartesiano.

Forma-se o plano cartesiano utilizando-se duas retas que se intersectam segundo um angulo reto.
A reta horizontal costuma chamar-se eixo dos XX, e a reta vertical eixo dos YY. O ponto de
interseccao desses dois eixos é a origem, e os dois eixos dividem o plano em quatro partes iguais
chamadas quadrantes.

eixo dos YY
4 .
Reta real vertical
3 .
Quadrante 11 Quadrante I
2 4
1 .
Origem
—t—t— —+—+—+> eixo dos XX
—4 -3 -2 1 1 92 3 4 Retareal horizontal
14
Quadrante | Quadrante TV
34
4 4

20



Cada ponto do plano corresponde a um par ordenado (z,y) de nimeros reais = e y, chamados
coordenadas do ponto.

A coordenada x representa a distancia orientada do eixo y ao ponto, e a coordenada y representa
a distancia orientada do eixo x ao ponto.

eixo dos YY

T eixo dos XX

Consideremos os pontos de coordenadas (—1,2), (3,4), (0,0), (3,0), (—=2,-3) e (0,—2). Para
marcar o ponto (—1,2), imaginemos uma reta vertical passando por —1 no eixo dos XX e uma
reta horizontal passando por 2 no eixo dos YY. A intersecgao dessas duas retas é o ponto (—1,2).
De maneira analoga marcam-se os outros pontos.
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5.1.2 Sistemas de Equacoes

Considere o seguinte problema:

A diferenca entre as idades de dois irmaos é de 10 anos e a soma é 34 anos. Qual ¢ a idade de
cada um dos irmaos?

Seja:
e y — Idade do irmao mais velho,

e © — lIdade do irmao mais novo.

Atendendo aos dados do problema somos conduzidos as equagoes:

y—xr=10ey+z =34

Como as duas equacoes tém de ser verificadas simultaneamente, consideremos o sistema de equa-
coes:

y—x =10 - y = z+10 el = x + 10
y+ax =34 r+10+2 = 34 2 = 34-10

y=12+10 y =22
<~
Vamos representar graficamente as duas equacoes obtidas:
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Um par ordenado (z,y) é solugao de um sistema de duas equagdes com duas incognitas, = e
y, se for solucao simultaneamente das duas equacoes.

2 =6
Exemplo: Resolva o sistema Ty usando o método de substituicao.
2z 4+ by = 22
Resolucgao:
2v4+y =26 Na 1* equagao o coeficiente de y é 1. Se resolvermos a 1?*
2z + by = 22 equacao em ordem a y nao vao aparecer dominadores.
y=0-2z Na 2% equagao vamos substituir y pela expressao 6 — 2x
9z + 5(6 — 27) = 22 anag Y peta exp '
y=6—2x A 2% equagao s6 tem uma incognita.
2z + 20 — 10z = 22 Vamos resolver esta equacao em ordem a x.
y=06—2x
—8xr = -8
=6—2x1
{ 4 8 Substituimos o valor de x na 1* equacao e determinamos y.
Tr =
y=4 . : .
. A solugao do sistema é (x,y) = (1,4).

5.1.3 Classificacao de Sistemas

Na figura seguinte estao representadas graficamente as retas cujas equagoes sao:

y=—x+3, y=—x, y=x—3ey=—2x.
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Sistemas impossiveis: Observando o grafico verificamos que as retas de equacao y = —z e
y = 3 — x sao estritamente paralelas, isto é, nao tém qualquer ponto comum.

O sistema { y= é impossivel.
y=-—-x+3
Verificacao:
y=-—w y = -z y = —w
= =
{y:—at+3 {T = —x+3 {O:B = 3

Ora O0x = 3 é uma equacao impossivel. Se num sistema uma equacao é impossivel, o sistema é
impossivel. O sistema nao tem qualquer solucao.

Sistemas possiveis: Observando o grafico podemos escrever os seguintes sistemas possiveis:
P S A A N ’ ~ Solugio: [ 2, —2
y=1-3 —r=z-3 —2r = -3 5 “ol\Ta)

{y:B—x @{y:?)—a: @{y:?’_ip @{yii_g = Solugao: (3,0).

Os dois primeiros sistemas tém uma tnica solucao, dizemos que sao sistemas possiveis determina-
dos. O ponto de intersec¢ao das retas tem como coordenadas a solugao do sistema.

No ultimo sistema as duas equacgoes traduzem a mesma informacao. Graficamente os graficos das
equagoes sao paralelos coincidentes. O sistema tem uma infinidade de solugoes. Todos os pontos
da reta sao solucoes do sistema e o sistema diz-se possivel indeterminado.

5.2 Sucessoes

Matematicamente, a palavra sucessao é usada da mesma forma que na linguagem comum. Quando
dizemos que um conjunto de acontecimentos esta em sucessao, pensamos num conjunto ordenado
de modo a ter um primeiro elemento, um segundo elemento, ....Ou seja, matematicamente uma
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sucessao ¢ uma fungao cujo dominio é o conjunto dos inteiros positivos.

Uma sucessao ¢ uma funcao de variavel natural e com valores reais. Em linguagem simbolica
temos:

v: N — R

n  +— u(n)

O conjunto de partida da sucessao poderd ser qualquer subconjunto do conjunto dos naturais
N ={1,2,3,---} ou, ainda, o conjunto dos inteiros nao negativos Ng = {0,1,2,3,---}. Os valores

u(l),u(2), . 7u(n)7 .

denominam-se termos da sucessao: primeiro termo, segundo termo, ---, n-ésimo termo, - - -
O contra-dominio da func¢ao u denomina-se por conjunto dos termos da sucessao. Chama-
se termo geral da sucessao a expressao designatoria u(n) e, habitualmente representa-se wu,,.
Denotamos os termos da sucessao por

u(l) = uy 1° termo da sucessao;
u(2) = us 2° termo da sucessao;
u(n) =wu,  termo de ordem n ou termo geral da sucessao;
u(n) =ty termo de ordem n + 1.
Exemplo:
3 1
(a) Dada a sucessao cujo termo geral é u,, = n2+ , temos :
n
3x 14+1 4
1° t . = = —_—=9
ermo Uy 5T 5
3x 5+1 16
9%t : =—=—=1,6
ermo us 5% F 5= b

3x (n+1)+1 3n+4
2x (n+1)  2n+2

termo de ordem n + 1:  wu,y 1 =

3x 2n+1)+1 6n+4
2x (2n+1)  4n+2

termo de ordem 2n + 1:  ug,y 1 =
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(b) A seguinte sucessao é definida por recorréncia:

u; = 3, Uy = Up + 5, U3 = us + 7, cee Up = Up_1 + (2n 4+ 1).

Exemplo: Consideremos a sucessao cujo termo geral é u,, = (—1)". Temos:

—1, sen impar
u=—1u=1Luz=-1u =1,.., u, = .
1, sen par

Logo, podemos concluir que os termos de ordem impar formam uma sucessao e os termos de ordem
par formam outra sucessao.

5.3 Exercicios de aplicacao

1. Verifique se o ponto (z,y) = (1,v/2) é solugdo do sistema

x® — 3z = —y?
v+ar=3

2. Resolva os seguintes sistemas de equacoes e classifique-os.

(a){x—4:y (b){x+2y:6

T — 2y =2 r=y+3
5 1
(){3(7255(2)2)0 s @ 2 —y)z—g
c T+ T —
Ty_lzzu_g 3 . 1)—y=7—3y
a?—(a—1)%=b (z—1)—2(y—3)=4
(€) a—1 1 (f) 12
{0'4b_ 10 4 {5’3‘33?/
tHl=—(y=-3) 20z —3)+y=
<g>{ (L-0)=evr R
L) ety=T Sx+1)+3(y—2)=4
(Z){%?’y (‘7){8($+ 5y —2) =9
) 7
?+y=1 5+3y=4
(k){y—l—lzzv (l){%y—z:—Qa:



3. Duas pessoas ganharam 50 euros num trabalho. Uma delas ganhou 25% a mais do que a

outra. Quanto ganhou cada pessoa?

4. Considere dois retangulos A e B com o mesmo perimetro.
Sabe-se que a largura do retangulo A é o dobro da do B e que o comprimento do retangulo
B é o triplo do de A. Sabendo que o perimetro dos retangulos é 20cm, determine as medidas

dos retangulos A e B.

5. Determine a expressao algébricas das fungoes f e g, utilizando um sistema de equagoes.

Y
31 Jy=g)
2 4
N\ A
-3 — 1 1\ 2
_2 4
y = f(x)
6. Determine analiticamente e geometricamente, caso seja possivel, a solu¢ao dos seguintes sis-
temas:
> —1=y y = x°
a b
(){y+x:O (b) —(z—1)?=y+1

7. A reta de equacao —2x + 5y = 1 esté representada no referencial o.n. XOY.

b

=

un
= Hmwhum-—qmln.:.‘ﬂ

BEEEREEENY

(a) Represente no mesmo referencial a reta de equacao y = 2z — 3.

y=2r—3

—2z4+5y =1

Explique como pode usar o grafico das duas retas para verificar a solu¢ao que encontrou

(b) Resolva analiticamente o sistema {

para o sistema.
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8. Na figura estao representados os quatro primeiros termos de uma sequéncia de conjuntos de
azulejos quadrados que segue a lei de formacgao sugerida na figura. Os azulejos sao todos
iguais, sendo uns brancos e outros cinzentos.

1.% ermo 29 smo 37 termo 4" termo

(a) Quantos azulejos brancos tem o 2012° termo da sequéncia?

(b) Qual é o namero total de azulejos do 9° termo da sequéncia?

9. Na figura, estao representadas trés das construcoes que o Miguel fez, utilizando pecas retan-
gulares geometricamente iguais.

1.2 Construcao 2." Construgio 3.* Construcho

Em cada construcao, as pecgas estao agrupadas segundo uma determinada regra, formando
quadrados.

(a) Quantas pegas retangulares terd a 5.* construgao?

(b) De acordo com a lei de formagao sugerida na Figura 1, serd que o Miguel consegue fazer
uma construcao com 2503 pecgas? Justifique a sua resposta.

10. Considere a funcao f, de dominio R assim definida

f(x):{x se <1

22+1 se z>1

1
Seja (u,) a sucessao de termo geral definido por u,, = f (1 + —).
n

(a) Indique a expressao que define o termo geral da sucessao (uy,).

(b) Calcule o termo de ordem 3 da sucessao (uy,).
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11. Na figura, estao representados os quatro primeiros termos de uma sequéncia de conjuntos de
circulos que segue a lei de formacao sugerida. A partir do 2°, todos os termos tém circulos
brancos e pretos.

O O 0O e

o 0O e o O 0O e

o e o O e o O O e

L] L * & @ * & @ @
1.% termo 2" termo 3.° termo 4.° termo

(a) Quantos circulos tem o quinto termo?

(b) Existird um termo na sequéncia com 81 circulos? Justifique a resposta e no caso
afirmativo indica a ordem desse termo.

(c) Um termo da sequéncia tem 144 circulos brancos. Quantos circulos pretos tem esse
termo?

(d) Considerando apenas a sequéncia dos circulos pretos, escreve o termo geral dessa
sequéncia.

12. Considere uma sequéncia em que o primeiro termo é 244 e em que a lei de formacao de cada
um dos termos a seguir ao primeiro é: “Adicionar dois ao termo anterior e depois dividir
por trés.” Qual é o terceiro termo da sequéncia?
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Capitulo 6

Estudo de funcoes: dominios, limites,
continuidade e derivadas

6.1 Enquadramento tedrico

Seja f uma funcao real de variavel real.

e Seja a é um ponto de acumulacao do dominio de f.

lim f(z) existe se e s6 se lim f(z) = lim f(x).
T—a T—a— z—at

e Seja a pertencente ao dominio de f.

f é continua em x = a se e s0 se lim f(x) = f(a).
T—a

e Seja a pertencente ao dominio de f.
A derivada de f em z = a é definida por f'(a) = lim M_
r—a —a

Geometricamente f’(a) representa o declive da reta tangente ao grafico de f em z = a.

Monotonia de um funcao:
Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferenciavel em Ja, b[:
Um elemento ¢ do dominio de f é um ponto critico de f se f'(¢) =0 ou se f’(c) ndo existe.

e Se f'(x) > 0 para todo o x € [a, b], entdo f é estritamente crescente em |a, 0.
e Se f'(z) < 0 para todo o x € [a, b], entdao f é estritamente decrescente em [a, b].
e Se f'(z) =0 para todo o x € [a, b], entdo f é constante em |a, 0.

Sentido da concavidade de um funcao:

Seja f uma fungdo continua e que admite segunda derivada num intervalo ]a, b[:
O ponto que separa o sentido das concavidades chama-se ponto de inflexao.

o f’(x) >0, Vx € ]Ja, b[= f tem concavidade voltada para cima em |a, b].

o f"(z) <0, Vz € |a, b= f tem concavidade voltada para baixo em |a, b|.
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6.2 Exercicios de aplicacao

1. Na figura seguinte esté representado o grafico de uma funcao f, real de variavel real :

(a) Justifique que f é de facto uma fungao.
(b) Determine o dominio, o contradominio e os zeros de f.

(¢) Indique os pontos onde f é continua.

2. Através do grafico justifique a existéncia ou nao existéncia dos seguintes limites:

@) iy (1) )ty 0%+
Yy Yy
AN 4+
\/
2 T 2
1 4
0 — R, Tt
012314 —2-111 2
2
@ im{ o257 @m{ ]
Yy Yy
4N 4 4
> | \}
2 T 2
1+ o
0 — R, 31 Tt
012314 —2-111 2




f
z—=2 1 — 2 ()}:1—>5 T —D5
Yy
y 2+
2| \
O—
—] | |

|
|
i | | | | | | |
I 1| 123456 7"
-2 1 ! O
|
| —2 4

3. Esboce o grafico de uma funcao tal que:

e f(0) ndo esta definida e lii%f(x) =4 e f(2)=6 e limf(z)=3

T—2

4. Através do grafico de y = f(z) calcule para o valor de ¢ indicado, se possivel, o valor de :

o lim f(z) e lim f(z) e limf(z) e f(c)

T—Cc r—C

(@) ¢=—10 y (b) c=2 Y
12 + :
i y = f(x) 2+  ly=fl@)
| °T N
: s y A1
: 4T 24 |
! l
! |
} } T : i } z —4 + 1
—20 —16 121 -8 —4 !
) e=m y (d) c=2
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5. Determine o intervalo de continuidade das funcoes dadas nos exercicios 1, 2 e 4.

6. Para cada uma das seguintes alineas, faca um esbog¢o de um grafico de uma funcao f tal

que:

a

(
(b
(c

)
)
)
(d)

f seja continua em R e liIP f(z)=0.
T—+00

f seja continua em R e 1i1%1+ f(x) =+o00.
xr—

f seja continua em R, monétona crescente em Rt e f/(0) =0 .

f seja continua em R, monétona crescente em R* e f/(0) nao exista .

7. Na figura estd a representacao grafica de uma funcgao f.

y = f(x)
______ 2
|
| /J\
L
-2 -1 x
1

Justifique que f é de facto uma funcao.

Determine o dominio e o contradominio de f.

1
Seja (u,,) a sucessao definida por u, = —1 + —.
n
Determine o valor de lir}rq f(un).
n——+0o0

Determine, caso exista, o valor dos seguintes limites

i lm f(z); i lim f(e); i lim f(e); v lim f(2);
Determine um intervalo [a, b] onde a funcao f:
i. seja continua em [a, bl; ii. seja descontinua num ponto de |[a, b|

iii. tenha derivada positiva em |a, b]
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8. Considere a fungao f, de dominio R assim definida

3+22 se <1
flz)=4 0 se =1 bkelR.
k+x se z>1

(a) Determine os valores de k e b de modo que
i. exista il_}ﬁi f(x)
ii. f seja continua em z =1

(b) Facab=4k = 1.
i. Justifique que nao existe f/(1).

ii. Determine a equagao da reta tangente ao grafico de f em xz = 0.

9. Aplicando as regras de derivagao, determine a expressao da fun¢ao derivada de cada uma
das fungoes definidas por:

.]72

(@) y=0 42045 (b) y="(3+a" (c)y:(zxt%x) (@ v

_4:1:—1—5
2 —1

©y=e () y= (@ +2) @) y= s () y= VP

10. Sabe-se que o custo total C' (em milhares de euros) para produzir x centenas de peca de um
determinado produto é dado por

C(r) =3—2°+2x

(a) Qual o custo se nao existir produgao?
(b) Calcule C(1) e interprete o resultado no contexto do problema.

(c) Determine o valor de z que maximiza o custo.

Clr)=y

(d) Resolva analiticamente e geometricamente o sistema { ]
r—y=—

11. Sabe-se que o Lucro L (em milhares de euros) obtido por uma empresa, para produzir x
centenas de unidades de um determinado produto é dado por

L(z) = —2® 4+ 42, 0<x<4

(a) Justifique a seguinte afirmagao: “Se nao existir produ¢ao nao existe lucro.”
(b) Determine o lucro que a empresa obtém se produzir 100 pegas.

(c) Que namero de pecas aconselharia ao dirigente da empresa para que este tenha um
lucro maximo? Justifique convenientemente a sua resposta.

L(z) =y

(d) Resolva analiticamente e geometricamente o sistema { 0
T—y =
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12. Um projétil é lancado verticalmente de baixo para cima.
Admita que a altura h (em metros), t segundos apo6s ter sido langado, é dado por

h(t) = 100t — 5t*

(a) Determine a altura maxima atingida pelo projétil.

(b) Quanto tempo demorou o projétil a regressar ao solo?

h(t) =y

(c) Determine analiticamente e geometricamente a solugdo do sistema { 50t 0
— y —

13. Numa fabrica, o custo total da produgao mensal de ¢q centenas de pecas, expresso em dezenas
de euros, ¢ dado por C(q) = ¢* — 12¢*> + 21¢ + 1000.

(a) Determine a fungao custo marginal, C'(q), e calcule o seu valor para a 600* pega.

(b) Estude a variacao do custo total no intervalo |0, 8]. Qual o nimero de pecas que
aconselha ao fabricante para que o custo total seja minimo?

14. Das seguintes afirmacoes, apenas uma é falsa, qual é:
(a) O grafico da fungdao y = 1 — 22? tem a concavidade voltada para baixo.
(b

(c

(d) A fungao y = | — 2z* — 3| tem dois zeros.

O vértice da fungao y = (z — 3)2 +2 ¢ (3,2).

A familia de fungoes y = ax? + bz, (a # 0) tém um zero em comum.

)
)
)
)
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Capitulo 7

Funcao exponencial e funcao logaritmica

7.1 Enquadramento tedrico

7.1.1 Funcao exponencial

A funcao exponencial de base a € RT\{1}, tem dominio R, e contradominio R*.
f: R - R
r — f(x)=a"
A funcao exponencial é estritamente crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, nao interseta

os eixo dos zx e interseta o eixo dos yy no ponto de coordenadas (0,1). De acordo com o valor de
a, o grafico tem uma das seguintes formas:

- F

Se a = e, numero de Nepper, a funcao exponencial designa-se por fungao exponencial natural.

Equagoes exponenciais: ¢* = a* = x = «, a € RT\{1}.
Inequacgoes exponenciais: a > led* < ad! =z <y, 0<a<lea®<ay=2x>y, ac€

RT\{1}.

7.1.2 Funcao logaritmica

Chamamos logaritmo de um namero positivo = na base a, (a € R"\{1}) ao namero real y
tal que a¥ =z < log, r = y. Se a = e escrevemos Inx =y & eV = x.
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Regras operatorias dos logaritmos: a € RT\{1}, x >0
: 1 . 0 1 . _1 1
1. log,a=1poisa =a 2. log,1=0poisa’ =1 3. log,|—)=—-1poisa =—
a a
4. log,(a®) = x pois a¥ = a¥ 5. a'°%?® = x pois log, v = log, z.
Propriedades dos logaritmos: Sejam a, b € RT\{1}, >0, y >0

1. log,(z x y) =log, x +1log,y 2. log, <§) =log,z—log,y 3. log,(z") =n x log, x
)

1 1
4. log, x = OBy * 5.
log, a log, x

= log, a.

Chamamos fungao logaritmica a fungao tal que log, x =y < a¥ =z, a € RT\{1}.

A funcao logaritmica é estritamente crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, nao interseta
os eixo dos yy e interseta o eixo dos xz no ponto de coordenadas (1,0).

O gréfico da funcao logaritmica, para Inz, tem a seguinte forma:

Equagoes logaritmicas: log, 2 =log, a = © = «, a € RT\{1}.
Recorde que nao existem logaritmos de niimeros nao positivos e que a base ¢ um numero nao
negativo diferente de 1.

Inequagoes logaritmicas: a > lelog,z <log,y = <y; 0 <a <lelog,x <log,y = x >y,
com, a € RT\{1}.
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7.2 Exercicios de aplicacao

1.

(a) Escreva 64 = 43 na forma logaritmica

1
b) E 1 —
(b) Escreva log, (64

(c) Se 4 = log, x, determine x

) = —3 na forma exponencial

. A partir do grafico da funcao f(x) = e”, represente graficamente as seguintes fungoes,

indicando o seu dominio e o seu contradominio:

(a) gla) =2 (b) hlx)=e"+2

. A partir do grafico da fungao f(x) = Inz, represente graficamente as seguintes fungoes,

indicando o seu dominio e o seu contradominio:
(a) g(z) =1In(z+2) (b) h(z)=1—Inz

Completa as seguintes relacgoes:

(a) In...=1 (b) logg...=0  (c) 32=_ (b) log;2= R
. Aplique as propriedades dos logaritmos.
(a) In(eV?) (b) Inz +2Iny (c) logy(z —2) —logy(z + 2)
(d) In (é) +1In(e?)  (e) logg(vVa2+1)  (f) logg(z + 1) +logs(y — 2) + log;(22)
. Caracterize a fungao inversa das seguintes funcoes:
(a) f(z)=1+1Inz (b) (z)=1—¢"
Determine a solucao das seguintes equagoes:
(a) ¥ =¢° (b) 5% +10* = 5+ (c) €*—=3=In1 (d) e"—e“z=0
(e) e** —el™* =0 (f) 2lnz—In(z+2)=0 (g In(z*—2z)—In(6—22)=0
(h) e*tne =2z (i) In’z —3Inz = -2 (j) e +2e*=3

. Resolva as seguintes inequacoes:

(a) <1 (b) e t<ze® (¢) m(1-32)—1<0 (d) 2In(1—2)—1>0

. Determine o dominio das seguintes funcoes:

() f2) =& —F (b) @) =Tn (1—1) (©) F(@) =5 (d) f() = In(a+5)

X
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Anexo A

Formulario

A.1 Algebra

Operacoes com expoentes

Expoentes e radicais ( n e m inteiros positivos)

(a) Yr=+yx (b)a'=1 2#0 (C)x_":i,x%o d) Vr=a=>2x=a"

xn

(@ 2t =35 (0" =T () = (@) = (V)" () e

n fato.r.e.s
Operagoes com fracgoes

ad be ad-—be

c ad be ad + be c
d bd bd  bd

a a
a c¢_ad be_ by &
@) = = ()3

o (3)(5) - @ ()= () (5) =%

() ab+ac alb+c) b+c

ad ad d
Férmula quadratica
—b+ Vb —4
ar’ +br+c=0=2= 5 ac
a
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Fatores e produtos especiais
(a) 22 —a* = (z —a)(z + a) (b) 2* —a® = (x — a)(2*® + ax + a?)
(c) 2* +a’ = (z+a)(a® —ax+a®) (d) 2* —a' = (v —a)(z +a)(2® + a?)
Teorema binomial
(a) (x4 a)?* = 2® + 2ax + a? (b) (z — a)* = 2* — 2ax + a?
(¢) (x4 a)® =2*+ 3az® + 3a’x + a® (d) (z —a)® =23 — 3ax® + 3a*xr — a®
(e) (z+a)* = 2* + 4az® + 6a*2? + 4a*z +a* () (x —a)* = 2* — dax® + 6a*2* — 4a3r + a*
Lei do anulamento do produto
Seab=0,entao a=0oub=0
Lei do corte

Se ac=bcec#0,entao a =1>

A.2 Propriedades dos logaritmos

Propriedades de inversas
() et =z (b) * =z (c) log,a® =z (d) a%® g

Propriedades de logaritmos

(a) In1=0 (b) lIne=1 (¢) In(zy) =Inz+1Iny

(d) In (g) =lnz—Iny (e) Inz¥ =ylnx (f) ln(\”/i):lnTx

(g) log, z = E—z (h) log, z = log, zlog, b (i) log,1=0

(j) log,a=1 (k) log,(zy) = log,z +log,y (1) log, (g) = log, z —log, y
(m) log, 2V = ylog, & (m) log, y7 = 2Bu”
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A.3 Geometria analitica plana

Distancia entre (x1,y;) e (x2,92)

d=/(x2 — 1) + (Y2 — 1)?

Ponto médio entre (z1,y;) e (z2,y2)

T
Ponto médio = ( 1t 2T2 Y1+ yg)

2 72
Coeficiente angular da reta que passa por (z1,y1) e (72,¥2)

Yo — 1
m:
To — T1

Coeficiente angular de retas paralelas
myp = my

Coeficiente angular de retas perpendiculares

1
m;, = ——
mao

Equacoes de retas

Equacao reduzida: y—1y1 =m(x —xq)
Reta vertical: T =aq
Reta horizontal: y =

Equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (zo,v0): v —vyo = f'(x0)(z — o)
1

Equagcao da reta normal ao grafico de f no ponto (zo,y0): Yy — Yo = —m(x — )
0

Equacoes de parabolas [vértice: (h,k)]

Equacao geral: ar’ +br+c=0,a#0
Equacao do vértice: y =a(z —h)> +k,a#0

A.4 Funcoes

Funcao afim: f(x) =ax+b,a#0

41



Fungao quadratica: f(r) =ax?>+bx+c, a#0

Concavidade: a > 0 = Concavidade voltada para cima
a < 0 = Concavidade voltada para baixo

Zeros: b?> — 4ac > 0 = dois zeros reais distintos
b? — 4ac = 0 = um zero real duplo
b? — 4dac < 0 = nao existem zeros reais

L b b
Vértice: <—%,f <_2_a))

b

Eixo de simetria: z = ~%4
a

Sinal: »? —4ac >0 = f tem sinal contrario ao de a no intervalo dos zeros
e sinal igual ao de a fora no intervalo dos zeros
b> —4ac=0 = f tem o sinal de a excepto no zero
b?> —4ac <0 = f tem sempre o sinal de a

Funcao polinomial de grau n: f(z) = a,2" +a, 12" '+ -+ a1x+ag, a, #0, n>0,n € Z
Fungao racional: f(z) = —=, com p(z) e ¢(z) fungoes polinomiais

r—a, r—a>0
Funcao médulo: f(z) = |r —a| =
—(r—a), x—a<0

A.5 Limites notaveis

T __ 1 €T
z—=0 I z—0 x z—+o0 TP
. v . Inz N . Inz
(@) fim Z=0 (&) lim =0, peR"  (f) lim —2=—o0
| |
(g) lim nro_ 0 (h) lim M =1, ceR
z—+oo T + 1 r—>+o0  Inz
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A.6 Regras de derivacao

d

(@) 7 (k) =0

d

(c) ar

(uwv) = u'v 4+ ur’

nvur1

1) — @) =vu™ o+ u’lnu

Sejam u e v funcgoes reais de variavel real x e k € R.

d (ku) = ku'

(b) o
@ L ()=t

0 L (@) = nutl, e R

0) L (@) = wa'Ina, a € RA\{1}

u/

() 3= oz ) = i b RA\(1)

n € N\{1}, (u> 0 sen par)

(m)

. (uwow)=u'(v)
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